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用于平滑处理的卷积运算及其在有限元磁场分

析后处理中的应用

罗炜 1  李志强 2  罗应立 2

（1．浙江大学理学院  杭州  310027  2．华北电力大学电气与电子工程学院  北京  102206）

摘要   在用一阶三角元计算磁场所得到的结果中，相邻单元磁通密度通常不等，所得到的
是分片恒定的磁通密度及磁导率。为了计算电磁力在铁心中以及在不同介质交界面上的分布，

需要对磁场能量或磁导率求导数，为此，本文采用卷积方法得到平滑分布的磁通密度及磁导率。

首先推导进行平滑化处理的卷积运算基本公式，然后对比采用不同的核函数进行卷积运算所得

到的结果，并给出求取平滑化处理核函数的一般方法；作为卷积方法的一个应用，得到考虑饱

和时计算铁心内部电磁力密度的公式。
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Smoothing Convolutions and Applications in Postprocessing of Finite 
Element Analysis of Magnetic Field

Luo Wei1  Li Zhiqiang2  Luo Yingli2

（1. Zhejiang University  Hangzhou  310027  China 2. North China Electric Power University  
Beijing  102206  China）

Abstract  In magnetic field computations with linear triangular elements, piecewise constant 
magnetic flux densities are obtained, which are unequal over two adjacent elements. In order to 
compute magnetic force densities inside iron and along boundary of different media, derivatives of 
magnetic energy and permeability are needed. A convolution method is used to obtain smoothly 
distributed flux densities. Fundamental formulas for smoothing via convolutions are firstly derived, 
then a comparison between results of convolution by different kernel functions is made and a method 
to find kernel functions with required smoothness is given, lastly an application of the convolution 
method to compute magnetic force density inside iron is illustrated. 
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1  引言

在用一阶三角元计算磁场所得到的结果中，相邻

单元磁通密度通常不等，所得到的是分片恒定的磁通密 度及磁导率。在有限元后处理中，尤其是在电机磁

场有限元分析中，根据有限元计算结果进一步计算电机所受电磁力及电磁转矩往往是计算磁场的目的之一。

对于电机总的电磁力及电磁转矩的计算，往往采用麦克斯韦应力法或虚位移方法 [1-5]。前者通常在气隙中

取一个封闭的曲线或区域进行计算，后者则可以直接计算整个区域的磁场能量。与计算电磁力分布对比，总

体力、力矩的计算方法已经比较成熟。

为了得到铁心内部以及铁心 -空气界面上的电磁力密度，文献 [4，6-9]以麦克斯韦应力法、虚位移法为

基础，进一步研究了相应的计算方法。在推导计算公式时，通常需要对磁场能量或磁导率求导数，其中有的
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方法需要对单元交界面两侧的微小区域的磁导率进行求导运算。为此，就需要得到单元交界面两侧磁通密度

的平滑分布。但是，基于一阶三角元求解磁场所得到的单元交界面两侧磁通密度与磁导率不连续问题如何解

决，迄今尚未见到相关文献。文献 [10]曾对磁场量的离散测量值进行光顺化处理，所采用的是六节点三角形

等参元与最小二乘法相结合的方法，不适合本文一阶三角元的情况。本文尝试用卷积方法解决这一难题。首

先用局部有紧支集光滑函数与不连续磁通密度函数做卷积，得到光滑的近似磁通密度函数，进而基于局部虚

位移方法求此光滑磁通密度函数的电磁力分布，然后令卷积核函数趋向于狄拉克函数，而电磁力分布函数的

极限作为原不连续磁通密度函数对应的电磁力分布函数。

鉴于卷积通常用于信号分析 [11]，本文将其应用于有限元计算所得磁场分布的平滑化处理属于初次尝试，

所以在文中首先推导了进行平滑化处理的基本公式，然后对比采用不同的核函数进行卷积运算所得到的结果，

并给出求取平滑化处理核函数的一般方法。作为卷积方法的一个应用，最后得到考虑饱和时计算铁心内部电

磁力密度的公式，并为铁心 -空气交界面上惯用的电磁力密度公式的严格推导 [4]提供了数学依据。

2  平滑处理卷积运算的基本公式

设 f(x)，g(x)是欧式空间 上的有界分段连续函数，则卷积函数 定义为R^ ( )f g x

       （1）( ) ( ) ( )df g x f x y g y y  R
式中， 是积分变量，所得函数为 上的函数。为了方便描述卷积的性质，把 f 称为核函数， g 为被卷yR R

积函数，尽管实际上在卷积函数定义中 f、g 的地位是对称的，并无区别。通常核函数取成有紧支集的有界

函数，而被卷积函数只要求分片连续即可定义卷积式（ 1），其中有紧支集的函数意思是此函数取值非零的

部分是 上的有界区域。当核函数是有紧支集的连续函数 f，被卷积函数 g 为分片连续函数，则卷积函数R

是连续可导的函数。f g

以下取一元函数为例，说明如何利用卷积实现分片均匀函数交界面的平滑化。设分片均匀函数为

          （2）
0 0

( )
1 0

x
g x

x


 


式中，x 坐标与分界线垂直，零点在分界线上。假设希望在分界面两侧总宽度为 2d 的范围实现平滑化。取

核函数为

       （3）
( ) 0

( )d 1

f x x d x d

f x x




 


或

考虑式（1）中的被卷积函数 f(xy)g(y)，当 y＜0 时，g(y)=0；当 xy＜d 或 xy＞d 时， f(xy)=0，亦即

y＜xd 或 y＞x+d 时， f(xy)=0。显然，只有 f(xy)与 g(y)同时非零时乘积 f(xy)g(y)才非零，所以式（ 1）
中的实际积分区间是 g(y)的非零区间 y∈[0,∞]与 f(xy)的非零区间 y∈[xd,x+d]的公共部分。

     （4）
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3  平滑处理卷积运算的几个典型核函数

3.1  一阶斜坡卷积核函数
现在取一阶斜坡卷积核函数为例

     （6）2

2

0
1 1 0( )

1 1 0

x d x d

x d xf x dd

x x d
dd



   

 


或

f(x)满足式（ 3）中条件。在做卷积时，关键是要确定不同区间的 f(xy)的具体表达式。为此，参考文献

[4]的处理方法，借助图 1 可以方便地确定。

图 1  一阶核函数在 x 坐标系与 y 坐标系中的图像

Fig.1  A linear kernel function in x and y coordinates

当 x≥d 时，根据式（ 5）第三式，经过推导得到

      （7）( ) ( )d 1
x d

x d
f g x f x y y




  

当 0≤x≤d 时，式（5）第二式积分根据 f(xy)表达式（6）分为（ 0，x）与（x，x+d）两段，推导可

得

       （8）2
2

1( ) ) 1
2

f g x x d
d

   （

当d≤x≤0 时，y≥0 与 xd＜y≤x 不同时成立，因此式（ 5）第二式的积分只有对应于式（ 6）第二行

中形式的 f(xy)相应的积分出现，容易得到

         （9）2
2

1( ) )
2

f g x x d
d

 （

式（7）～式（9）分别对应于卷积函数 在区间范围 [d，∞]、[0，d]、[d，0]上的形式，考察( )f g x

在区间端点处的值，可以看出 是关于 x 的连续函数（实际上是一阶连续可导函数）， f、g、( )f g x

的函数图像如图 2 所示。注意到间断函数 g(x)与一阶连续有紧支集函数 f(x)做卷积后得到一阶连续可f g
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导函数 。f g

图 2  一阶核函数和平滑后函数

Fig.2  A linear kernel function and a smoothed one

3.2  三角函数构造的核函数
设

       （10）
0

( ) 1 cos
2

x x
f x x x

  
  

  

或

若 g 如式（2）中定义，则根据式（ 5）进一步推导可以得到卷积函数为

1( ) (1 cos( )) ( )d
2

x

x
f g x x y g y y




   



  （11）

0
1 ( sin )

2
1

x

x x x

x

 
     




f(x)、g(x)与 这三个函数的图像如图 3 所示。( )f g x

图 3  三角函数核函数

Fig.3  A trigonometric kernel function

3.3  平滑处理卷积核函数的特点
3.3.1  光滑性

简单的数学运算可以得到
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若 f 是有紧支集的 k 阶连续可导函数，则 f (k)

是有紧支集的连续函数，重复利用上式， 可以表示成有紧支集连续函数 f (k)与分片连续函数 g 的( )( ) kf g
卷积，是连续函数，即 为 k 阶连续可导函数。因此，只要 f 有紧支集并且足够光滑，即使 g 是分片f g
连续函数， 仍然有很好的光滑性。f g
3.3.2  收敛性

任取有紧支集的光滑正函数 且满足 ，则当正实数 时，经过伸缩变换得到( ),x x R ( )d 1x x R 0 

的函数

        （13）( ) (1/ ) ( / )x x   

在广义函数意义下趋向于狄拉克函数 (x)

    （14）
0 0

( ) ( ) d 1
0

x
x x x

x
 


   R

而且若 g(x)是连续函数，则卷积 当 时趋向于 ；也就是说通过与光滑核函数 函g  0  ( ) ( )g x g x   

数做卷积可以使不光滑的函数 g(x)变得光滑，反之让 可以将得到的光滑函数 还原为原来的不光0  g 

滑函数 g。

4  构造不同光滑度卷积核函数的方法

对于实际应用卷积对数据进行光滑化处理时，根据具体问题的不同可能需要不同光滑程度的卷积核函数。

若被卷积函数 g 是分片连续的，卷积核函数 f 是 k 阶连续可导的，则卷积 f  g 也是至少 k 阶连续可导的。

连续 k 阶可导的有紧支集卷积核函数 k 可以如下递归地构造。

若 k=0，可以取矩形脉冲函数

          （15）0
0 [0,1]
1 [0,1]

x
x 


则 是 k1 阶连续可导的有紧支集的卷积核函数。应用 Laplace 变换可以求得k的表达式为1 0k k    
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其中，第一个式子可以由拉普拉斯变换表得到，第二个式子由于拉普拉斯变换将函数的卷积变为函数的

乘积，第三个式子为二项式定理， 为组合数，第四个式子由拉普拉斯变换查表得到。 1、2、3 的图j
kC

像如图 4 所示，三个卷积核函数一次为连续，一阶连续可导，二阶连续可导，它们的支集分别为区间 [0，

（12
）

*

*
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2]、[0，3]、[0，4]，在具体应用中可以根据需要通过伸缩变换式（ 13）调整卷积核函数支集的大小。

图 4  不同光滑度的核函数

Fig.4  Kernel functions of different smoothness

5  在有限元磁场分析中计算电磁力密度的卷积方法

对电机磁场采用一阶三角元进行分析时，则在各单元内部磁通密度、磁导率及磁场能量密度是常量，但

在三角元的边界处不连续。在根据磁场能量求电磁力密度的经典方法中 [2,4,7-9]，大都涉及能量密度或磁导

率对位移的导数。于是，如何得到磁通密度、磁导率的平滑分布就成为求取电磁力的一个关键环节。本节研

究如何采用卷积方法求取电磁力密度。

以平面场为例，选取 (x,y)为二元有紧支集光滑函数，并且使 的支集在以 0 为圆心， 1 为半径的圆盘

内。例如可取 (x,y)=f(x)f(y)，其中 f(x)由式（10）定义。此处 f(x)只有一阶连续导数。非线性磁导率下，参

考文献 [7]局部虚位移的思路，可以得到在磁通密度平滑化后的电磁力体密度公式

       （16）d ( )
( )
BF B B
B

    G

式中， 为能量函数。取 ＞0 表示式（13）前面所采用的伸缩系数， 为平面上光滑的函数是磁( )BG B 

通密度 B 的近似值，对 套用式（16），可以得到电磁力体密度的近似公式 。B  ( )F B   G

由于有限元计算给出的 B 是分片常数的函数， ，进而 只在 B 的不连续点附近不是常数，B  ( )B G

因此 只在 B 的不连续点附近是非零的。此处的 “B 的不连续点附近”实际上就是到三角( )F B   G

元边界距离在  范围内的点。如果让 则 F 集中分布于三角元的边和顶点上。考虑在三角元边界处0 

的性质， 是连续可导函数，在  距离上的函数值变化为固定值 ，其中 B1、B1 分别为边B  B  1 2B B

界两边三角元上 B 的值。因此 的导数随 以 1/量级变化，进而 也B  ( ) ( )F B B         G G

以同样的量级变化。到三角元顶点距离为  的集合的面积为 2 量级，相乘可得 量级。当时，2 1/   

F在三角元顶点处的极限分布为 0。
考虑在三角元的边界上的一点 p，B 沿着边界的方向导数是 0，因此根据类似于式（ 12）的卷积公式

易知， 沿着边界的方向导数也是 0，所以体电磁力密度 是垂直于三角元的边界的。B  F B    G

设线段 I 垂直于边界，过 p 且以 p 为中点，长度为 2，则在 I 的两个端点处 的值分别为 ，在B  1 2,B B

·

·
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I 上电磁力体密度的积分为

1 2( )d ( ) ( ) ( )
I

B u B B B
u



  



      
 G G G G

（17）

因此在 I 上的总电磁力表达式 和卷积核函数选择无关，只与所采用的非线性情形下的体电1 2( ) ( )B BG G

磁力表达式（ 16）有关。考虑到 的定义，此表达式可以进一步化为G

      （18）1

2
1 2( ) ( ) d

( )
B

B

BB B B
B

  G G

进一步分析 的物理意义。在式（ 17）中， 代表在三角元棱边两侧的过渡层中1 2( ) ( )B BG G ( )B
u 





G

单位体积内沿与棱边垂直方向的电磁力，积分后得到该过渡层单位面积内沿与棱边垂直方向的电磁力。当

时，所得到的公式（ 18）就代表三角元一条边上电磁力的面密度，乘以边长及电机铁心长度就得到作0 
用于该棱边上总的电磁力，进而可以求出其他两条边上的电磁力、三角元所受到的总电磁力以及电磁力体密

度。

对于铁心与空气交界面，采用卷积方法得到平滑的磁通密度与磁导率分布后，进而容易求出电磁力面密

度。文献 [12]通过求解过渡区域的拉普拉斯方程，得到与文献 [4,7]一致的边界电磁力面密度公式

       （19）2 2Fe 0
n Fe 0

Fe 0
( )

2
f B H

 
 

 


 

该公式虽然在许多文献中均有介绍，但是，迄今未见严格的数学证明。采用卷积方法得到分界面两侧光

滑的磁导率分布，可以认为是文献 [4]推导过程的一个数学依据。

算例：图 5 是某汽轮发电机转子大齿后侧尖角区域简图，其中示意性地标出了在有限元分析中所用的节

点与单元编号。下表列出了部分单元磁通密度及按照式（ 18）计算所得到的相关棱边上的电磁力面密度的

大小。

图 5  计算实例

Fig.5  A computational example

表  铁心内部单元交界面处电磁力面密度
Tab.  Surface force densities between interior elements inside the iron

单元号 ① ② ③ ④ ⑤

磁通密度 B/T 1.219 2.087 1.932 2.027 1.887

棱边代号 2-4 2-5 3-5 4-5

电磁力面密度

f/（N·m2）
22 909 17 128 8088 18 672

6  结论

在用有限元方法计算磁场的后处理阶段，本文采用卷积方法得到在相邻单元过渡区域平滑分布的磁通密度
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及磁导率。给出了进行平滑化处理的卷积运算基本公式，及求取平滑化处理卷积核函数的一般方法；作为卷积

方法的一个应用，得到考虑饱和时计算铁心内部电磁力密度的公式，并为计算铁心  - 空气交界面电磁力密度公

式的推导提供了数学依据。
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