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球形电极三维静电场的球面三角形

边界元算法

李亚莎 1,2  王泽忠 1  李咸善 2  王  斌 2

（1. 华北电力大学电气与电子工程学院  北京  102206
2. 三峡大学电气信息学院  宜昌  443002）

摘要   针对电力设备中球形电极的电场强度计算问题，提出了球面三角形边界元方法。在
该方法中，定义了球面三角形单元上的形状函数。边界元积分严格取为球面积分，求解函数在

球面单元上沿大圆弧线性插值，边界元的外法线方向严格取为球面法线方向。算例计算结果表

明，与平面三角形边界元相比，在网格剖分情况相同时，球面三角形边界元的计算精度显著提

高；在计算精度要求相同时，采用球面三角形边界元计算，节点数可以大幅度减少，从而对计

算机内存需求明显减少，总体计算时间也相应减少。
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Abstract  The spherical surface triangular BEM is put forward to be used to calculate electric 
field intensity of spherical electrodes in 3-D electrostatic fields. In this method, the shape functions 
on the spherical surface triangular elements are defined. The element integral is strictly carried 
through on the spherical surface, and the solved function is linearly interpolated on spherical surface 
element along the great arc, and directions of outward normal line to element and spherical surface 
are strictly unanimous. The calculated results show that the precision of the spherical surface 
triangular BEM is obviously higher than plane triangular BEM on the condition of the same nodes; 
and on the condition of the same precision the spherical surface triangular BEM requires less nodes, 
consequently required memory and calculated time can be decreased greatly.
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1  引言

电力设备中经常会遇到球形电极，精确确定电

极表面的电场强度分布对电力系统的安全运行具有

重要的意义。由于这类问题属于开域问题，边界元

方法是处理这类问题的理想方法。在线性插值边界

元方法中，边界单元取为平面三角形或四边形 [1-

10]，积分在线性单元上进行。剖分后的边界是实际

边界面的近似，网格剖分越粗，二者差别越大，计

算误差也就越大。若要提高计算的精度，必须大量

增加单元和节点的数量，这会导致计算机内存占用

和计算量的成倍增加。提高计算精度的另一途径是
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采用二阶插值单元 [11]，但由于二阶等参边界元也不

能完全拟合实际曲面，积分区域仍存在误差。就当

前的计算机发展状况，对于复杂的三维电场计算问

题，节点数（内存需求）仍是制约问题能否有效解

决的关键因素。对于边界元问题，由于其系数矩阵

为满阵 [12]，情况更是如此。为了在节点数较少的情

况下提高边界元的计算精度，针对高压电力设备中

含有球形电极的三维静电场问题，本文提出球面三

角形边界元方法。

2  球面三角形边界元的基本原理

2.1  球面单元积分到平面单元积分的转换
图 1 中曲线围成的区域表示球面三角形单元

ijk（三条边为球面上的大圆弧），顶点相同的直线

围成的区域表示平面三角形单元。 O 为球心， r 为
球半径。a 为直边三角形单元上一点， Oa 的长为

r′，延长 Oa 与球面相交于 b 点。设 b 点处球面的

单位法矢量为 n，a 点处平面单元单位法向矢量为

n′，n与 n′间的夹角为。

图 1  球面三角形单元与平面三角形单元

Fig.1  Spherical surface triangular element to plane 

triangular element

以 dS′表示 a 点处平面单元上的面积元，法方

向为 n′，则 dS′在 n方向的大小为 cosdS′。

以球心为辐射点，将 cosdS′投影到球面上，球面

上的面积元记为 dS，得到 cosdS′与 dS 的关系为

           （1）
2

d cos d
'

rS S
r

    
 

由式（1）立即得出球面单元积分转化为平面单元积

分的雅克比行列式为

              （2）
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由三角形顶点坐标可计算出 n′。设 a 点坐标

(x′,y′,z′)，b 点坐标为 (x,y,z)，球心坐标为 (x0,y0,z0)，

则 a、b 两点的坐标转换关系为

            （3）
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球面的外法线方向 n(nx,ny,nz)为

          (4)
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由 n′、n即可得到 cos。同时式（ 4）也是球面三

角形边界元中采用的积分单元的外法线方向，它是

严格的球面外法线方向。

2.2  球面三角形单元上的形状函数
在 2.1 小节中只是找出了球面三角形和平面三

角形单元上面积微元的对应关系，通过计算平面单

元上的积分来达到计算球面三角形上积分的目的。

但被积函数对应的是球面上各点的值，因此应给出

球面三角形上的形状函数。

图 2 中以 i、j、k 表示球面三角形的三个顶点，

相应的大写字母 I、J、K 表示球面三角形的三个角

度。p 为球面三角形上的点。图中的所有曲线均表

示大圆弧。 i, j, k, p分别表示矢量 ， Oi Oj Ok Op
uur uur uuur uuur
、、、

为平面 Oid 与平面 Ojk 的夹角，即球面三角形

ijd 在顶点 d 处的角度。

图 2  球面三角形形状函数

Fig.2  Shape function of spherical surface triangle

参照平面三角形单元中形状函数的定义方法[13]，

定义 p 点处的形状函数 N1 为
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式中 和 为大圆弧， p可由相对应的平面单元上ºip
)
ij

高斯点的全局坐标、圆心坐标和半径由式（ 3）求

得。在球面三角形 ijd 中应用球面三角形的正弦定

理得

        （10）º
)
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ij r Jid r
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式中 和 为大圆弧的长，将式（ 7）～式（9）代ºid
)
ij

入式（10），求得大圆弧 。由式（5）、式ºid
（6）和

式（10）得形状函数 N1 为

              （11）
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式中 和 为大圆弧。N1 沿圆弧 线性变化，在ºid ºip ºid
i
处值为 1，d 点处值为 0（圆弧 上 N1 的值都为ºjk

0）。

p 点处 N2，N3 的定义类似 N1 的定义。N1、N2、

N3 满足
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式中, =1, 2, 3；x1、x2、x3 表示 i、j、k 三点的

位置矢量。在球面三角形的三条圆弧边上满足

N1+N2+N3=1             （13）
但在球面三角形的内部式（ 13）并不满足。选取单

位球面第一卦限内的一球面三角形，顶点直角坐标

为（0.5,0, ）、( )、3 / 2 2 / 2, 2 / 2,0
(0, ,0.5)，3 / 2
计算 N1、N2、N3 的值见表。表中 4 个高斯点是相

应的平面单元上 4 个高斯点在球面上的投影点。

表  N1、N2、N3的值

Tab.  Values of N1，N2，N3

高斯点 N1 N2 N3 N1+N2+N3

1 0.342 0.361 0.370 1.073

2 0.190 0.650 0.210 1.050

3 0.190 0.206 0.655 1.051

4 0.639 0.200 0.207 1.046

由表看出，N1、N2、N3 的和接近于 1。将 N1、

N2、N3 归一化

    l=1,2,3      （14）
1 2 3

l
l

N
N

N N N
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 

即为球面三角形单元上的形状函数。1 2 3N N N  、、

2.3  球面三角形边界元原理
三维静电场光滑边界的积分方程 [14]为
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式中为节点电位， R为源点到场点的矢量， n为

边界外法线方向， S 为求解区域的边界。将球面三

角形网格剖分，采用伽辽金加权余量方法，并将式

（1）、式（3）、式（4）代入式（ 15），单元上

的形状函数由式（ 14）给出，得到第 l 个边界元方

程
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（16）
式中， l 为节点的总体编号，取值范围从 1 到节点

总数， 为相应的权函数； = / n；e′和 e 分lN   

别表示源点和场点所在的三角形单元；m(e,i)和 m(e′, 
i)分别为 e 和 e′上第 i 个顶点的总体编号，其中

i 为
顶点的局部编号； 和 为球面三角形上( , )m e iN  ( , )m e iN 

的形状函数。在伽辽金加权余量方法中，权函数和

形状函数相同。

边界元积分方程式（ 16）的积分域虽然为直边

三角形，但最终计算的是球面三角形上的积分，积

分函数也是球面点上的值。

区别于直边三角形边界元，球面三角形边界元

方法具有以下的特点：

（1）严格计算球面上的积分。球面三角形上的

积分计算是通过积分区域的变换计算直边三角形上
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的积分实现的。

（2）求解函数在球面三角形上沿大圆弧作线  
性插值。定义了球面三角形单元上的形状函数。

（3）球面三角形单元的外法线方向严格取为  
球面的法线方向。由球面上点的坐标，利用式

（4）可得到各点准确的法线方向。

对式（16）中的积分进行计算，当内层积分和

外层积分的积分区域相同时，会出现奇异积分。在

奇异积分的情况下，以外层积分三角形顶点和高斯

点为内层积分小三角形的顶点，将内层积分单元细

分[15]，将小三角形上的积分累加得到大三角形上的

积分值。这样就避免了内层积分和外层积分高斯点

重合的问题，从而消除了奇异积分。为消除接近奇

异积分对计算结果的影响，可设置一判据 d，当内

层积分单元和外层积分单元的中心距离 R＜d 时，

将内层积分单元细分，当 R≥d 时可直接计算内层

积分，不需要将内层积分区域细分。

3  算例

3.1  单个球形电极表面的电场强度分布
给半径为 1m 的导体球加 100V 电压，则球面

上的电场强度为 100V/m。将球面剖分成 80 个单元，

42 个节点，用球面三角形和直边三角形边界元两种

方法计算球面上各节点的电场强度随 角分布如图

3 所示。

图 3  球面上电场强度随 角的分布

Fig.3  Electric field intensity vs. on surface of sphere

球面三角形边界元最大相对误差为 0.640%，

直边三角形边界元最大相对误差为 19.056%。由图

3 看出，在相同剖分情况下，球面三角形边界元计

算精度明显高于直边三角形边界元。

3.2  球板电极中带电球电极表面的电场强度分布
将加 100V 电压、半径为 1m 的导体球置于零

电位平板电极的上方 2m 处形成一球板电极。假设

平板电极无限大，这一问题可以用镜像法来求解。

以球心为原点，向上的方向为极轴建立球坐标系，

在球面被网格剖分成 168 个单元、86 个节点的情

况下，分别用球面三角形和直边三角形边界元计算

球面上各点处电场强度随极角的分布如图 4a、
4b 所示。图 4c 为球面被网格剖分成 1132 个单元、

568 个节点时直边三角形边界元计算结果。图

4d 为解析公式计算结果 [16]。

以解析公式计算结果作为基准，当节点数为

86 时，球面三角形边界元结果与解析计算结果基本

一致，但直边三角形边界元结果与解析计算结果差

别明显，上下波动较大。当节点数增加到 568 时，

直边三角形边界元结果与解析公式结果基本一致，

但节点数为球面三角形边界元的 6 倍多。568 个节

点时直边三角形边界元和 86 个节点时球面三角形

边界元所用时间分别为 632s 和 33s。因此在计算精

度要求一致的情况下，球面三角形边界元计算时间

大大减少。

（a）球面三角形单元计算结果（ 86 个节点）

（b）直边三角形单元计算结果（ 86 个节点）
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（c）直边三角形单元计算结果（ 568 个节点）

（d）解析公式计算结果

图 4  导体球表面电场强度随极角的分布

Fig.4  Distribution of electric field intensity vs. elevations

3.3  球形电极的三维静电场计算
三个半径为 0.5m 的导体球，第一个球心在

(0,0,1)，加 10kV 电压；第二个球心在 (0,0,1)，加

10kV 电压；第三个球心位于 (1,0,0)，导体球接地。

三个导体球被网格剖分成 398 个单元、205 个节点。

分别用球面三角形和平面三角形边界元计算导体表

面电场强度分布如图 5 所示。

由图 5 看出，球面三角形边界元计算的电场强

度云图符合电场强度分布规律。高压电极和低压电

极上电场强度的最大值向接地导体球偏移，电场强

度由大到小逐渐变化，电场强度等值线无振荡。平

面三角形边界元计算的高压电极和低压电极电场强

度的最大值也向接地导体球偏移，但电场强度等值

线振荡较大。球面三角形边界元结果明显优于平面

三角形边界元结果。

（a）由球面三角形单元计算的电场强度云图

（b）由平面三角形单元计算的电场强度云图

图 5  电场强度云图

Fig.5  Contours of electric field intensity

4  结论

本文提出了球面三角形边界元方法。该方法在

单元形状函数、单元积分曲面、单元法线方向和求

解函数单元插值等方面比直边三角形边界元法都有

显著改进。算例的计算结果表明，与直边三角形边

界元相比，在网格剖分节点分布相同的情况下，球

面三角形边界元计算精度显著提高。在计算精度要

求相同的情况下，采用球面三角形单元，节点数大

幅度减少，从而对计算机内存的需求大幅度减少，

总体计算时间大幅度减少。
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