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基于区域分解的 EFG-FE耦合法及其在电机

运动问题的应用

王立鹏 1,2  王欣彦 1  战洪仁 1  寇丽萍 1  唐任远 2

（1. 沈阳化工大学机械工程学院  沈阳  110142  2. 沈阳工业大学电气工程学院  沈阳  110023）

摘要   有限元法计算电机电磁场时，对于定转子相对运动问题，伴随着转子的不断运动必

然要进行大量的磁场计算。气隙有限元网格的存在造成了转子运动的困难；而无单元法由于不

存在有限元网格，因而不必担心由转子运动带来的网格的畸变，将其同有限元法耦合，可消除

有限元网格畸变带来的影响。本文提出一种基于区域分解的无单元和有限元耦合方法，并用来

处理定子与转子相对运动问题。计算证明，该方法的计算精度满足要求。将该方法应用在电机

电磁场中，分析得到的结果克服了由于有限元法单元畸变产生的误差。
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Motor Motion
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Abstract  When the electromagnetic field of electric motor is calculated by FEM, with the 
continuous motion of rotor, a large amount of computation need to be done. The difficulty of rotor 
motion is due to FEM mesh. The problem of distortion of mesh could besolved by EFG method, 
which doesn’t have FEM mesh. The coupling of EFG and FEM could eliminate the influence of mesh 
distortion. In order to deal with the relative motion between the stator and rotor, the paper presents a 
coupling method of element-free Galerkin method and finite element method(EFG-FE). The coupling 
method is based on overlapping domain decomposition method(DDM). The tests show that the 
solutions are accurate. The method is used in electromagnetic field of motor and could eliminate the 
errors due to distortion of elements on FE method.

Keywords：Element-free method，domain decomposition method，EFG-FE coupling 
method，motor motion

1  引言

计算电机电磁场时，对于定转子相对运动问题，

伴随着转子的不断运动必然要进行大量的磁场计算。

而在转子运动时，非常容易发生气隙区域网格的畸

变，导致计算精度下降，严重时将引起解的不稳定，

甚至得出错误的结果。为了解决气隙网格畸变问题，

已研究了不少方法 [1-6]。实际上，气隙有限元网格的

存在造成了转子运动的困难；而无单元法

（Element-Free Galerkin Method，EFG）由于不存

在有限元网格，因而不必担心由转子运动带来的网
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格的畸变，将其同有限元法（ Finite Element 
Method，FEM）耦合，既方便施加边界条件，又消

除有限元网格畸变带来的影响。

2  重叠型区域分解算法

区域分解算法是 20 世纪 80 年代后期崛起的一

种求解偏微分方程的新方法 。其中，重叠型区域分

解法（Overlapping Domain Decomposition 
Method，DDM）是一种以 Schwarz 交替法为理论

依据的区域分解算法。这种方法是将复杂的求解区

域划分为若干个相对简单的子区域，在每个子区域

上建立规模较小的子问题，并行迭代求解每个子问

题，从而获得整个区域上的数值解。由于区域分解

方法在各个子区域上可以分别采取不同的离散方式，

而且可以采用不同的方法求解，相对于串行计算的

常规数值方法而言，这种并行计算方法无疑具有极

大的灵活性和优越性。

平面区域上的电磁场问题可表示成边值问题

为
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式中， 为磁导率；A 为磁矢位； Jz 为源电流密度；

为第一类、第二类边界； D 为边界算子； A0 为
已知函数。

将 分解为有重叠部分的两个子区域 1 和

2，

 的边界和虚拟边界分别记作 和 ，( 1, 2)j j  j j 

见图 1，则 Schwarz 交替法可以表述为如下格式 。

图 1  两个重叠子区域

Fig.1  Two overlapping subdomains

给定一初始值 A0，作 Schwarz 序列 ，它们 iA
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序列 收敛于问题式（ 1）的解。 iA

对于多个子域的情况，每个子域内含有其相邻

子域的一个虚拟边界，设 为第 k 个子域k 的实k

际边界， 分别为第 k 个子域的上下虚拟边界。k k  -和

由于各子域两两相邻，因此可直接将两子域的

Schwarz 交替法推广为多子域的 Schwarz 交替法。

给定初解 ，这里下角标 k 表示第(0) ( 1, 2, , )kA k N L

k
子域，上角标表示迭代序号，则在每个子域，电磁

场满足如下方程：

    （4）

( ) ( )

z

( ) ( 1)
1

( ) ( 1)
1

( )
0

:

:

:

:

i i
k k

k

i i
k k k

i i
k k k

i
k k

A A
J

x x y y

A A

A A

DA A

  












      
                










给定初始解之后，每个子域的所有边界条件都

已确定，因此每个子域中定解问题上式都可以独立

求解。然后把每个子域的解作为新的条件，再分别

求每个子域中的定解问题，如此反复迭代直到相邻

两次解的误差小于给定的误差为止。

3  EFG-FE耦合法

近年来，不依赖于单元的无单元法以其独特的

优点 ,已经成为计算力学十分热门的研究课题 ,在电

磁场计算领域也开始崭露头角。其中 ，无单元伽辽

金方法（EFG）方法应用较为普遍。

但是，通常情况下无单元法边界条件的施加有一



第 27 卷第 12 期      王立鹏等  基于区域分解的 EFG-FE 耦合法及其在电机运动问题的应用 9

定困难，主要是由于在 MLS 近似中，近似函数在节

点上的值并不等于节点的真实值 ， ，( ) ( )h
I IA x A x

其中 为全局近似函数在节点 xI 处的值，也就( )h
IA x

是待求值， 是函数 A(x) 在节点 xI 处的值。( )IA x

和 之间满足下列关系：( )h
IA x ( )IA x

         （5）     h
IA x N x A x

式中，N(x) 为形函数。

鉴于此，将无单元与有限元方法耦合，充分发

挥二者长处的思路得到了广泛的关注。本文提出了

一种基于区域分解概念的耦合算法 。该算法如图

2 所示，将一个简单的分析域分成两个分析子域：

EFG、FEM 分别表示无单元、有限元区域，而两个

区域的重叠部分区域用 IN 来表示，图中虚线部分

表示重叠区域，位于重叠区域内部的空心圆点既是

EFG 节点同时又是 FEM 子域的节点。其中有限元

单元类型为四节点等参元。

图 2  有限单元与无单元耦合法原理图

Fig.2  Principle of EFG-FE coupling method

该耦合模型的具体求解方法如下：  
（1）设 EFG 为无单元子域的虚拟边 界，其上

的

节点磁矢位初值为 ，I 为无单元虚拟边界上的节点。0
IA

（2）对无单元子域进行求解。

（3）然后通过式（6）来处理重叠区域的 无单

元解，得到有限元虚拟边界 FE 上的解。

          （6）EFG EFG

1

J
FE
I J J

i
A N A





式中，I 为 FEM 虚拟边界上的节点号； J 为节点 I
影响域节点的数目； 表示无单元法的形函数。EFG

JN

（4）形成有限元子域刚度矩阵，对 FE 子域求

解。

（5）对 FEM 解用式（7）处理后，更新

 EFG 上的节点磁矢位值，再更新求解方程组右端项，

然后对无单元子域进行求解。

          （7）EFG

1

I
EFG FE

J I I
i

A N A

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式中，J 为 FE 虚拟边界上的节点号； I 为节点 J 影

响域节点的数目。

如此交替迭代，直到相邻两次解的误差小于要

求的误差限，就可获得整个区域上的解。

该算法避免了二子域界面上 Neumman 条件的

描述，是一种较简单的耦合算法。该算法之所以在

过渡区域内计算结果精确，是因为通过第 5 步准确

地施加了无单元边界条件 。

本文采用 Fortran 语言作为开发环境，按照以上

步骤设计的计算程序，相应的程序流程图如图 3 所

示，其中  表示要求的误差限。

图 3  有限元与无单元耦合法程序框图

Fig.3  Process diagram of EFG-FE coupling method

4  实例应用

4.1  计算实例 1
分析一个电磁铁模型，该模型的尺寸为

1.2m×1m，整个求解域由铁心、永磁体、空气三种

不同的材料组成。

图 4 中，该模型分为三个区域，两边为有限元区

域，中间为无单元区域。实心点表示无单元节点。经
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过 12 次迭代之后，迭代误差小于 0.001，解趋于收

敛。

图 4  电磁铁区域分解耦合法模型求解场域

Fig.4  The solving domain of electromagnetic DDM 

coupling method model

图 5 中，实线为有限元结果，点划线为

Belystchko 耦合法分析结果，虚线为区域分解耦合法

分析结果。从分析结果可看出， Belystchko 耦合法

的结果范数相对误差为 3.001%；区域分解耦合法

的结果范数相对误差为 1.729 5%，计算结果精度要

高于 Belystchko 耦合方法。这主要是由于

Belystchko 耦合法的计算结果在 x=0.4m 位置附近，

也就是交界面附近计算误差较大所致。

图 5  电磁铁模型电位分布图

Fig.5  The isolines of electrical potential of 

electromagnetic model

4.2  计算实例 2
电机气隙处磁场计算是检验无单元法与有限元

法耦合方法计算精度的好方法。为此，以一台直流

永磁电机作为计算精度考核模型。该电机 2 对极

8 槽，表面磁体式，磁感矫顽力 7.5×105A/m。该

电机的尺寸参数为 :
转子外径： 0.038m；气隙长度： 0.000 8m；

定子外径： 0.053m；定子内径： 0.047m；永磁

体厚度：0.004m。

取四分之一区域进行分析，如图 6 所示。磁场

求解区域取一个整周期范围，边界条件为半周期性

边界条件。  

图 6  永磁直流电机结构图

Fig.6  Scheme of PMSM structure

以气隙的中分线为界，将整个求解场域分为两

个有限元子域，对于永磁电机电磁场气隙，采用无

单元法进行离散 ,离散化模型图见图 7。图 8 为永磁

电机气隙局部网格放大图。该算例用 Fortran 语言

编程，气隙无单元节点数为 93 个，无单元取圆形

影响域，有限元子域 1 共 300 个单元，341 个节点；

有限元子域 2 共 270 个单元，310 个节点。充磁方

向为平行充磁。采用高斯消去法解方程组，区域分

解迭代次数为 21 次，总计算时间为 33s。

图 7  永磁直流电机离散化模型（ 620 节点）

Fig.7  Electromagnetic machine meshing model 

(620 nodes)
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图 8  永磁直流电机模型局部放大图

Fig.8  Scheme of an electromagnetic machine meshing: 

detail

将基于区域分解的有限元与无单元耦合法与有

限元法的计算结果进行比较，以确定耦合该方法的

计算精度。设定子与转子相对角度为 ，初始位置

时（ =0）转子齿 A 中轴线和永磁体 A′轴线重合。

电机转动方向为顺时针转动。图 9 为计算得到的磁

力线图。

图 9  永磁直流电机磁力线图

Fig.9  Field distribution of PMDC machine

图 10 给出定子与转子处于不同位置时气隙磁密

的分析结果，从分析结果可以看出，无单元有限元

耦合法的气隙磁密曲线与有限元法气隙磁密曲线较

为接近，这证明了耦合法分析的合理性。从图

10 还可以看出，在齿槽处，两种方法有较大误差，

这主要是由于在该位置网格形状畸变造成的。

(a) 转子转动 0 度时永磁直流电机气隙磁密分布图

(b) 转子转动 6°时永磁直流电机气隙磁密分布图

(c) 转子转动 12°时永磁直流电机气隙磁密分布图
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(d) 转子转动 18°时永磁直流电机气隙磁密分布图

图 10  转子位于不同位置时永磁直流电机气隙

磁密分布图

Fig.10  Flux density of airgap for rotor positions at 

different degrees

5  结论

通过以上分析，可得出以下结论：

（1）该方法准确地施加了边界条件，通过 实例

分析可看出，该方法的数值解较 Belystchko 提出的

伽辽金法计算误差更小。 
（2）在分析直流电机电磁场时，从不同转子位

置气隙磁密曲线可看出，耦合法与有限元法结果较

为接近，证明了耦合法分析的合理性。

该方法是以区域分解法为基础的， 对于复杂的

计算，可实现并行求解，提高求解效率。 另外，有

限元和无单元耦合方法还可以推广到永磁电机电磁

场逆问题的研究中去。可将需要优化的 电磁场几何

区域用无单元法来进行 离散化，从而避免了对网格

的重新剖分，节省了计算工作量。
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